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Ïëàí äîêëàäà

Ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå:
y′′ = 2y3 + zy + α. P2

Åñëè
y ∈ Matn, α = α1,

ãäå 1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî P2 ïî ïðåæíåìó ïðîõîäèò òåñò
Êîâàëåâñêîé�Ïåíëåâå [Balandin & Sokolov 1998] (ýòî ïåðâàÿ ðàáîòà î
ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèÿõ Ïåíëåâå).

×òî íîâîãî [Adler & Sokolov 2020, arXiv 2012.05639, ïðèíÿòî â ÒÌÔ]

Êëàññèôèêàöèÿ áîëåå îáùåãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé ïî òåñòó ÊÏ

Òðè ìàòðè÷íûõ àíàëîãà P2

Ðåäóêöèè èç ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé ìÊäÔ è ÍÓØ

Èçîìîíîäðîìíûå ïàðû Ëàêñà
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Ðàññìîòðèì òàêèå âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ P2:

y′′ = κ[y, y′] + 2y3 + zy + b1y + yb2 + a, a, b1, b2 ∈ Matn, κ ∈ C. (1)

Çàìå÷àíèå: êîýôôèöèåíòû b1, b2 îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû

bi → bi + βi, z → z − β1 − β2, βi ∈ C.
�

Çäåñü è äàëåå ñêàëÿð β â ñóììå ñ ìàòðèöåé îçíà÷àåò β1.

Êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà

Ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû bi, âñå ñëó÷àè, êîãäà (1) ïðîõîäèò òåñò ÊÏ,
èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè:

y′′ = 2y3 + zy + by + yb+ α, α ∈ C, b ∈ Matn, P0
2

y′′ = ±[y, y′] + 2y3 + zy + a, a ∈ Matn, P1
2

y′′ = ±2[y, y′] + 2y3 + zy + by + yb+ a, a, b ∈ Matn, [b, a] = ±2b. P2
2

Óðàâíåíèå P0
2 (ñîäåðæàùåå è ñëó÷àé Áàëàíäèíà�Ñîêîëîâà) ïîÿâèëîñü â

[Retakh & Rubtsov 2010]. Äðóãèå äâà íîâûå.
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Òåñò Êîâàëåâñêîé�Ïåíëåâå â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå

Äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ y′′ = 2y3 + zy + α âñ¼ ïðîñòî. Èùåì ðåøåíèå â
âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà Ëîðàíà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçëîæåíèå äîëæíî
íà÷èíàòüñÿ ñ (z − z0)−1:

y =
p

z − z0
+ c0 + c1(z − z0) + · · · , p, z0, cj ∈ C.

Ïðè (z − z0)−3 èìååì p2 = 1, à äàëüøå èäóò òàêèå ñîîòíîøåíèÿ:

(z − z0)−2 : 6c0 = 0

(z − z0)−1 : 6c1 = −pz0
(z − z0)0 : (6− 2)c2 = −p− α
(z − z0)1 : (6− 6)c3 = c1(6pc1 + z0) ⇔ 0 = 0 ¾ðåçîíàíñ¿

(z − z0)2 : (6− 12)c4 = . . .

(z − z0)3 : (6− 20)c5 = . . .

Ýòî äà¼ò ðÿä ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè z0 è c3, êàê è íóæíî
äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Çàìå÷àíèå
Íà ñàìîì äåëå, ïîñòðîåííûé ðÿä Ëîðàíà íå ôîðìàëüíûé � åãî ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè > 0. Íî, ÷òîáû äîêàçàòü ýòî, òðåáóåòñÿ áîëåå ãëóáîêîå
èññëåäîâàíèå, ïîêàçûâàþùåå, ÷òî ïîëþñà íå íàêàïëèâàþòñÿ è îáùåå
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé. Òåñò ÊÏ äà¼ò ëèøü
íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ýòîãî.
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Îáùàÿ ñõåìà òåñòà â ìàòðè÷íîì ñëó÷àå

Â íåàáåëåâîì ñëó÷àå âñå óñëîæíÿåòñÿ. Ìû ïî ïðåæíåìó ñòðîèì ðÿä

y =
p

z − z0
+ c0 + c1(z − z0) + · · · , p, cj ∈ Matn, z0 ∈ C.

Ðàáîòàòü ñ êîýôôèöèåíòàìè, êàê ñ àáñòðàêòíûìè ýëåìåíòàìè
êàêîé-òî íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðû, íå óäà¼òñÿ. Ïðèõîäèòñÿ
èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ê ñ÷àñòüþ, ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèö âñ¼ æå íå
íóæíî � ðàáîòàåì íà óðîâíå áëîêîâ.

Â ÷àñòíîñòè, ðåçîíàíñû âîçíèêàþò áëîêàìè è äëÿ ïîäñ÷¼òà èõ ÷èñëà
íóæíî ñóììèðîâàòü ðàçìåðû áëîêîâ.

Âñåãî äëÿ ìàòðèö ðàçìåðà n× n òðåáóåòñÿ íàáðàòü 2n2

ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ â îòâåòå (îäíà èç íèõ z0).

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òåñò âûïîëíåí, åñëè íàøëîñü õîòÿ áû îäíî ñåìåéñòâî
ðåøåíèé, çàâèñÿùåå îò ýòîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì, êðîìå
íåãî ìîãóò áûòü è ñåìåéñòâà ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ.
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Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èìåþò âèä

p3 = p,

L j+1
2 κ(cj)− 1

2j(j − 1)cj = fj(z0, p, c0, . . . , cj−1), j ≥ 0, (2)

ãäå
Lσ(c) = p2c+ pcp+ cp2 + σ(pc− cp)

è ïðàâûå ÷àñòè fj � íåêîòîðûå êîíêðåòíûå âûðàæåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ (2) ñëóæàò äëÿ ðåêóððåíòíîãî îïðåäåëåíèÿ cj � ïðè
óñëîâèè, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè îáðàòèì.

Åñëè æå ïðè êàêîì-òî j ýòîò îïåðàòîð âûðîæäåí (ðåçîíàíñ), òî

I â îòâåòå ïîÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå â êîëè÷åñòâå,
ðàâíîì ðàçìåðíîñòè ÿäðà;

I óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè äàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðàâóþ
÷àñòü, èç êîòîðûõ èçâëåêàþòñÿ óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû b1, b2 è a.
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Ïåðâûé ýòàï: ïðåäâàðèòåëüíûé ïîäñ÷åò ðàçìåðíîñòåé

Ïðèâåäåì p ê æîðäàíîâîé ôîðìå

p = diag(1k,−1m, 0l), l = n− k −m.

Åñòåñòâåííî, äëÿ ýòîãî ìàòðèöû b1, b2 è a â (1) íóæíî ñîïðÿãàòü, ýòî ìû
ó÷òåì ïîçæå. Ñåé÷àñ îöåíèâàåì âîçìîæíîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ â
êîýôôèöèåíòàõ cj . Çàïèøåì èõ â áëî÷íîì âèäå:

c =


k m l

k c11 c12 c13
m c21 c22 c23
l c31 c32 c33

 ⇒

Lσ(c) = p2c+ pcp+ cp2 + σ(pc− cp) =

=

 3c11 (1 + 2σ)c12 (1 + σ)c13
(1− 2σ)c21 3c22 (1− σ)c23
(1− σ)c31 (1 + σ)c32 0

 .

Òî åñòü, áëîêè åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà Lσ.
Â.Ý. Àäëåð, Â.Â. Ñîêîëîâ Î ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèÿõ Ïåíëåâå-2 2 ìàðòà 2021 8 / 32



Ëåììà
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Lσ : Matn → Matn ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

λ0 = 0, λ±1 = 1± σ, λ±2 = 1± 2σ, λ3 = 3.

Ïðîñòðàíñòâî Matn ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ñîáñòâåííûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ

Matn = V0 ⊕ V−1 ⊕ V1 ⊕ V−2 ⊕ V2 ⊕ V3, LσVi = λiVi,

ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ ðàâíû

dimV0 = (n− k −m)2, dimV±1 = k(n− k) +m(n−m)− 2km,

dimV±2 = km, dimV3 = k2 +m2.

Îòìåòèì, ÷òî îò σ çàâèñÿò ëèøü ñîáñòâåííûå ÷èñëà, íî íå ñàìè
ïîäïðîñòðàíñòâà. Åñëè λi è λj ñîâïàäàþò (íàïðèìåð, λ0 è λ−1 ïðè σ = 1),
òî ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà
ñóììå ðàçìåðíîñòåé Vi è Vj .
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Îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè (2)

L j+1
2 κ −

1
2j(j − 1)

âûðîæäåí, åñëè îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé L j+1
2 κ ñîâïàäàåò ñ

1
2j(j − 1). Êîãäà òàêîå ñëó÷àåòñÿ?

λ0 = 0: äâàæäû, ïðè j = 0 è j = 1

λ3 = 3: îäèí ðàç, ïðè j = 2

λ±1: íå áîëåå îäíîãî ðàçà, ïðè j = 2± κ
λ±2: íå áîëåå îäíîãî ðàçà, ïðè j = 2± 2κ

Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèÿ òîãî, ÷òî λ±1 è λ±2 ÿâëÿþòñÿ ðåçîíàíñíûìè ïðè
èíäåêñå j, èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä

1± 1
2κ(j + 1) = 1

2j(j − 1) è 1± κ(j + 1) = 1
2j(j − 1).

Ñîêðàùàÿ íà j + 1 (íàïîìíèì, ÷òî j ≥ 0), ïîëó÷àåì óêàçàííûå çíà÷åíèÿ.
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Ýòî äàåò îöåíêó ñâåðõó äëÿ ñóììàðíîé ðàçìåðíîñòè ðåçîíàíñíûõ áëîêîâ:

2 dimV0 + dimV−1 + dimV1 + dimV−2 + dimV2 + dimV3

= dimV0 + n2 = (n− k −m)2 + n2.

Ýòî ìåíüøå, ÷åì 2n2 − 1 (òàê êàê k +m > 0). Ïàðàìåòðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ
â cj , çàâåäîìî íå õâàòàåò.

Íî, ìû ìîãëè áû áðàòü ìàòðèöó p â áîëåå îáùåì âèäå, íå ïðèâîäÿ ê
æîðäàíîâîé ôîðìå. Ðàçìåðíîñòü îðáèòû p = diag(1k,−1m, 0l) ïðè
ïðîèçâîëüíûõ ñîïðÿæåíèÿõ ðàâíà

dimG(p) = n2 − k2 −m2 − (n− k −m)2.

Ïîÿñíåíèå. Ïðè äåéñòâèè ãðóïïû G = GLn íà ìíîãîîáðàçèè M = Matn
ðàçìåðíîñòü îðáèòû òî÷êè p ðàâíà

dimG(p) = dimM − dimGp,

ãäå Gp � ïîäãðóïïà, îñòàâëÿþùàÿ òî÷êó íåïîäâèæíîé (ñòàáèëèçàòîð p).
Ó íàñ dimM = n2, Gp ñîñòîèò èç íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö,
êîììóòèðóþùèõ ñ p. Èìååì dimGp = k2 +m2 + (n− k −m)2; îòñþäà
íàõîäèì dimG(p).
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Ñêëàäûâàÿ îáà ÷èñëà, äîâîäèì âîçìîæíîå ÷èñëî ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ äî

2n2 − k2 −m2.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ k è m ýòî âñå åù¼ ìåíüøå, ÷åì 2n2 − 1, òî åñòü,
ñåìåéñòâî ðåøåíèé íåäîñòàòî÷íî ¾òîëñòîå¿.

Íóæíîå ÷èñëî ïîëó÷àåì òîëüêî ïðè k = 1, m = 0 èëè k = 0, m = 1 (÷òî
òî æå ñàìîå, ñ ó÷åòîì çàìåíû y → −y).

Âûâîäû

Íåîáõîäèìîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ìîæåò íàáðàòüñÿ (à ìîæåò, è íåò),
ëèøü åñëè p ïðèâîäèòñÿ ê âèäó p = diag(1, 0 . . . , 0) (îäíîìåðíûé
ïðîåêòîð).

Ïðè ýòîì â ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ äîëæíû ñûãðàòü âñå
äîïóñòèìûå ðåçîíàíñû (¾ëèøíèõ¿ ïàðàìåòðîâ íåò).

Îðáèòà p òàêæå äîëæíà èñïîëüçîâàòüñÿ ïîëíîñòüþ, à ýòî îçíà÷àåò,
÷òî óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè â ðåçîíàíñàõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ
âñåõ p èç îðáèòû. Èíà÷å ãîâîðÿ, îãðàíè÷åíèÿ íà a, b1, b2 äîëæíû áûòü
èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ìàòðè÷íûõ ñîïðÿæåíèé.
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Âòîðîé ýòàï: ðàçáèåíèå íà ñëó÷àè

Èòàê, ïóñòü p = diag(1, 0, . . . , 0). Ïðè ýòîì áëî÷íàÿ ñòðóêóðà óïðîùàåòñÿ:

Lσ :

( 1 n− 1

1 c11 c12
n− 1 c21 c22

)
7→
(

3c11 (1 + σ)c12
(1− σ)c21 0

)
.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ±2 ïðîïàäàþò.

×òîáû íàáèðàëàñü íóæíàÿ ðàçìåðíîñòü, îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ±1
äîëæíû áûòü ðåçîíàíñíûìè, ÷òî îòâå÷àåò óñëîâèÿì

j = 2± κ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòð κ äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òîáû îáà ÷èñëà
2± κ áûëè öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè. Ýòî äà¼ò äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ

κ = 0,±1,±2.

Ñëó÷àé κ < 0 ñâîäèòñÿ ê κ > 0 (çàìåíó y → −y ìû óæå èñïîëüçîâàëè ïðè
ôèêñàöèè âèäà p, íî åñòü åù¼ çàìåíà y → yt). Äëÿ çàâåðøåíèÿ òåñòà
îñòà¼òñÿ èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé (2) ïðè

κ = 0, 1, 2.
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Òðåòèé ýòàï: àíàëèç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

Âñå òðè ñëó÷àÿ àíàëèçèðóþòñÿ îäíîòèïíî. Ðàññìîòðèì ëèøü κ = 2 (îí
íåìíîãî ñëîæíåå îñòàëüíûõ).

Îïåðàòîð Lj+1 − 1
2j(j − 1) äåéñòâóåò íà c òàê:(
3c11 (2 + j)c12
−jc21 0

)
− 1

2j(j − 1)

(
c11 c12
c21 c22

)
,

îòêóäà âèäíî, êîãäà è ãäå ñëó÷àþòñÿ ðåçîíàíñû:

ïðè j = 0 â áëîêàõ c0,21 è c0,22;

ïðè j = 1 â áëîêå c1,22;

ïðè j = 3 â áëîêå c3,11;

ïðè j = 4 â áëîêå c4,12.

Òåïåðü íóæíî ðàñïèñûâàòü ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (2) â ÿâíîì âèäå,
ïîáëî÷íî, óïðîùàÿ èõ ïðè ïîìîùè óæå íàéäåííûõ ñîîòíîøåíèé. Ýòî
âûêëàäêè ñðåäíåé òÿæåñòè...
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(j = 0) Íàõîäèì c0,11 = c0,12 = 0 è èìååì äâà ïðîèçâîëüíûõ áëîêà c0,21,
c0,22. Óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè íåò (òî åñòü, èìååì óðàâíåíèÿ 0 = 0).

(j = 1) Íàõîäèì îäíîçíà÷íî áëîêè

c1,11 = − 1
6 (b1,11 + b2,11 + z0), c1,12 = − 1

6b2,12, c1,21 = 1
2b1,21 + c0,22c0,21,

à áëîê c1,22 ïðîèçâîëåí, óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè íåò.

(j = 2) Âñå áëîêè c2 íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî (ïðè ýòîì j ðåçîíàíñîâ íåò):

c2,11 = − 1
4 (a11 + 1) + 1

12 (b2,12 − 3b1,12)c0,21,

c2,12 = . . . , c2,21 = . . . , c2,22 = . . . .

(j = 3) Áëîê c3,11 ïðîèçâîëåí, ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

3b1,12b1,21 − 2b2,12b1,21 − b2,12b2,21 + 6(b1,12 − b2,12)c0,22c0,21 = 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè c0,22 è c0,21, çàêëþ÷àåì îòñþäà, ÷òî äîëæíî áûòü

b1,12 − b2,12 = 0,

òî åñòü, â ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû b1− b2 ëèøü ïåðâûé ýëåìåíò íåíóëåâîé.
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Ýòî óñëîâèå ïðèâÿçàíî ê âûáîðó p. Â êà÷åñòâå p ìîæíî âçÿòü ìàòðèöó ñ
åäèíèöåé â ëþáîì ìåñòå äèàãîíàëè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà b1 − b2
äèàãîíàëüíà. Òàê êàê îíà äîëæíà îñòàòüñÿ òàêîâîé ïðè ïðîèçâîëüíîì
ñîïðÿæåíèè, òî îíà ñêàëÿðíà. Òîãäà b1 = b2 + 2βI, ÷òî ñâîäèòñÿ ê

b1 = b2 = b.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ áëîê c3,11 ïðîèçâîëåí, áëîêè c3,12, c3,21 è
c3,22 âû÷èñëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

(j = 4) Áëîê c4,12 ïðîèçâîëåí, ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

b11a12 + b12a22 = a11b12 + a12b22 + 2b12.

Ýòî íè ÷òî èíîå, êàê ([b, a]− 2b)12 = 0. Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùåå
ðàññóæäåíèå, çàêëþ÷àåì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

[b, a] = 2b,

ñ ó÷åòîì, ÷òî ê b ìîæíî äîáàâëÿòü ñêàëÿðíóþ ìàòðèöó çà ñ÷¼ò ñäâèãà z.
Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè, ìåíÿþùåì κ = 2 íà κ = −2, ìåíÿåòñÿ òàêæå çíàê
ó êîììóòàòîðà. Îñòàëüíûå áëîêè c4 âû÷èñëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.
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Âñå ïîñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû cj îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, òàê êàê
âûðîæäåíèé îïåðàòîðà áîëüøå íå ïðîèñõîäèò.

Èòàê, ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé êîýôôèöèåíòû ðÿäà
íàõîäÿòñÿ ñ ïðîèçâîëîì â áëîêàõ c0,21, c0,22, c1,22, c3,11 è c4,12, èìåþùèõ,
âìåñòå ñ îðáèòîé p, òðåáóåìóþ ñóììàðíóþ ðàçìåðíîñòü.

Àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî â ñëó÷àÿõ κ = 0 è κ = 1, ãäå âîçíèêàþò äðóãèå
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè. Â ðåçóëüòàòå, ïðèõîäèì ê íàøåé
êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìå.
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Çàìå÷àíèå: çåðêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïàðàìåòð κ â P2 ¾êâàíòóåòñÿ¿. Òåì óäèâèòåëüíåå, ÷òî
åãî ìîæíî ìåíÿòü ïðîèçâîëüíî, ïðàâäà, ëèøü äëÿ GL-èíâàðèàíòíûõ
óðàâíåíèé. Òàê íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ

y′′ = f(z, y, y′), y ∈ Matn,

íå ìåíÿþùèåñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì ñîïðÿæåíèè

y 7→ cyc−1, c ∈ Matn .

Â ýòîì ñëó÷àå åñòü çàìåíà, äîáàâëÿþùàÿ [y, y′] ñ ëþáûì êîýôôèöèåíòîì.

Óòâåðæäåíèå [Golubchik & Sokolov 1997]

Ïóñòü κ ∈ C, κ 6= 0. Ïðåîáðàçîâàíèå y ↔ ỹ

κy = w′w−1, κỹ = w−1w′

ñâÿçûâàåò îáùèå ðåøåíèÿ GL-èíâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé

y′′ = κ[y, y′] + f(z, y, y′) è ỹ′′ = f(z, ỹ, ỹ′).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

ỹ = w−1yw, ỹ′ = w−1y′w + [ỹ, w−1w′] = w−1y′w,

ỹ′′ = w−1y′′w + [ỹ′, w−1w′] = w−1f(y, y′, z)w + κ[ỹ′, ỹ]

è îñòàåòñÿ ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè f . �

Áîëåå òîãî, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà ëàêñîâû ïàðû. Ïóñòü
óðàâíåíèå äëÿ y ñëóæèò óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ψζ = AΨ, Ψ′ = BΨ ⇒ A′ = Bζ + [B,A],

ãäå A è B ðàöèîíàëüíû ïî y, y′ è z ñî ñêàëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Òîãäà ïðè êàëèáðîâêå Ψ = wΨ̃ èìååì

Ã = w−1Aw, B̃ = w−1Bw − w−1w′ = w−1Bw − κỹ.

Òàêèì îáðàçîì, â ìàòðèöàõ ëèøü ïðîèçîéäåò çàìåíà ïåðåìåííûõ íà
ïåðåìåííûå ñ òèëüäîé, è ê B̃ äîáàâèòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
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Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå

y′′ = κ[y, y′] + 2y3 + zy + α, κ, α ∈ C

äîïóñêàåò, ïðè ïðîèçâîëüíîì κ, èçîìîíîäðîìíóþ ëàêñîâó ïàðó
A′ = Bζ + [B,A] ñ ìàòðèöàìè

B =

(
ζ + κy y
y κy − ζ

)
, A =

(
−4ζ2 + 2y2 + z −4ζy − 2y′ − α/ζ
−4ζy + 2y′ − α/ζ 4ζ2 − 2y2 − z

)
(íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðû ζ, z, α/ζ ñëåäóåò äîìíîæàòü íà 1 ∈ Matn).

Âûâîä (íå íîâûé)

Íàëè÷èå èçîìîíîäðîìíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íå ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèÿ
ñâîéñòâà Ïåíëåâå.

Êâàíòîâàííûå çíà÷åíèÿ κ = 0,±1,±2 âîçíèêàþò íå òîëüêî èç òåñòà ÊÏ,
íî è ïðè ðåäóêöèÿõ èç óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ê ÷åìó ìû
ñåé÷àñ ïåðåõîäèì.
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Ãàëèëååâñêàÿ ðåäóêöèÿ ìàòðè÷íîãî ÍÓØ

ÍÓØ

ut = uxx + 2uvu, vt = −vxx − 2vuv, u, v ∈ Matn .

Ïðåäñòàâëåíèå Ut = Vx + [V,U ]:

U =

(
λ −v
u −λ

)
, V = −2λU +

(
−vu vx
ux uv

)
.

Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû,
ïîðîæäåííîé ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàëèëåÿ, ñäâèãîì t è ñîïðÿæåíèåì
ìàòðèöåé eb, ïðèâîäèò ê òàêîé ðåäóêöèè:

u = erp(z), v = q(z)e−r,

r = 1
6 (t3 − 3xt)− tb, z = x− 1

2 t
2, b ∈ Matn .

(×òîáû ïåðåéòè ê èçîìîíîäðîìíîé ïàðå Ëàêñà, íóæíî ïîëîæèòü
äîïîëíèòåëüíî ζ = λ− 1

4 t. Çäåñü ìû ýòî îïóñòèì, à ïîçæå
ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ìÊäÔ.)
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Â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè âîçíèêàåò ñèñòåìà ÎÄÓ{
p′′ = − 1

2zp− bp− 2pqp,

q′′ = − 1
2zq − qb− 2qpq,

b ∈ Matn . (3)

Åå ïîðÿäîê ìîæíî ïîíèçèòü íà åäèíèöó çà ñ÷¼ò ïåðâîãî èíòåãðàëà

qp′ − q′p = c, c ∈ Matn . (4)

Ïåðåõîä ê ëîãàðèôìè÷åñêèì ïðîèçâîäíûì îò p è q òàêæå ïîíèæàåò
ïîðÿäîê íà åäèíèöó.

Îäíàêî, ñîâìåñòèòü îáà ñïîñîáà óäà¼òñÿ, ëèøü åñëè îäíà èç ïîñòîÿííûõ b
èëè c ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé. Ðàññìîòðèì îáà âàðèàíòà.
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Ñëó÷àé b ∈ Matn, 2c = γ ∈ C ⇒ P0
2

Ïîëîæèì
f = p′p−1, g = q−1q′, h = 2pq,

òîãäà óðàâíåíèÿ (3), (4) ïðèìóò âèä
f ′ = −f2 − 1

2z − b− h,
g′ = −g2 − 1

2z − b− h,
h′ = fh+ hg,

f − g = γh−1.

Èñêëþ÷åíèå g è h ïðèâîäèò ê P0
2 íà ïåðåìåííóþ f :

f ′′ = 2f3 + zf + bf + fb+ γ − 1
2 .

Çàìå÷àíèå

Èç ñèììåòðèè f ↔ g, äëÿ g ñëåäóåò P0
2 ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì −γ − 1

2 .
Êîìáèíèðóÿ ñ çàìåíîé g ↔ −g, ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà. Åãî
èòåðàöèè îïèñûâàþòñÿ, â ïåðåìåííûõ p èëè q, íåàáåëåâîé öåïî÷êîé
Òîäû. Íàîáîðîò, ìîæíî âûâåñòè P0

2, ñòàðòóÿ ñ öåïî÷êè Òîäû è
íàêëàäûâàÿ íà íåå ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåäóêöèþ [Retakh & Rubtsov 2010].
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Ñëó÷àé c ∈ Matn, b ∈ C ⇒ P1
2

Ïîëîæèì b = 0 áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ïåðåîïðåäåëèâ z.

Ïðèìåíèì íà ýòîò ðàç äðóãóþ çàìåíó:

f = p−1p′, g = q′q−1, h = 2qp.

òîãäà óðàâíåíèÿ (3), (4) ïðèìóò âèä
f ′ = −f2 − 1

2z − h,
g′ = −g2 − 1

2z − h,
h′ = hf + gh,

hf − gh = 2c.

Èñêëþ÷åíèå g è h ïðèâîäèò ê P1
2:

f ′′ = −[f, f ′] + 2f3 + zf + 2c− 1
2 .
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Àâòîìîäåëüíàÿ ðåäóêöèÿ â ìÊäÔ

Èçâåñòíî, ÷òî ñêàëÿðíîå P2 âîçíèêàåò òàêæå èç ìÊäÔ

ut = uxxx − 6u2ux,

â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè ïî ãðóïïå ðàñòÿæåíèé. Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
y′′′ = 6y2y′ + y + zy′, îòêóäà èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷àåòñÿ P2.

Ìû îáîáùèì ýòó ïðîöåäóðó íà íåàáåëåâ ñëó÷àé.

Èìååòñÿ äâà íåàáåëåâûõ ìÊäÔ, îäíî ïðèâîäèò ê P1
2, âòîðîå ê P2

2.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, íåàáåëåâ ïàðàìåòð â óðàâíåíèè ïîÿâëÿåòñÿ
áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî â ãðóïïó ðàñòÿæåíèé ìîæíî âêëþ÷èòü
ñîïðÿæåíèå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòîé.

Êðîìå òîãî, â ñàìîì ìÊäÔ-2 åñòü åùå îäèí íåàáåëåâ ïàðàìåòð. Îí
äîëæåí áûòü ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðîì â ýêñïîíåíòå.
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ìÊäÔ-1 ⇒ P1
2

ìÊäÔ-1 [Marchenko 1986]

ut = uxxx − 3u2ux − 3uxu
2.

Ïðåäñòàâëåíèå Ut = Vx + [V,U ]:

U =

(
λ u
u −λ

)
, V = 4λ2U +

(
−2λu2 + [u, ux] 2λux + uxx − 2u3

−2λux + uxx − 2u3 2λu2 + [u, ux]

)
.

Ïðèìåíèì àâòîìîäåëüíóþ ïîäñòàíîâêó:

u = ετelog(τ)dy(z)e− log(τ)d, τ = t−1/3, z = ετx, λ = ετζ,

ãäå
3ε3 = −1, d ∈ Matn .

Ïðè ýòîì
∂t = (ετ)3(τ∂τ + z∂z − ζ∂ζ), ∂x = ετ∂z.
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ìÊäÔ-1 ïåðåõîäèò â

y′′′ = 3y2y′ + 3y′y2 + y + zy′ + [d, y].

Â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ, ïåðâîãî èíòåãðàëà íåò, äàæå ïðè d = 0.
Íî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîíèæåíèå ïîðÿäêà âîçìîæíî çà ñ÷åò ÷àñòíîãî
ïåðâîãî èíòåãðàëà: óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó P1

2

y′′ = κ[y, y′] + 2y3 + zy + a, κ2 = 1, d = κa.

Çàìå÷àíèå
Òî, ÷òî äëÿ íåàáåëåâûõ óðàâíåíèé ÏÈ ïðîïàäàþò � òèïè÷íîå ÿâëåíèå
(õîòÿ â ïðèìåðå ñ ÍÓØ èíòåãðàë áûë). Âûðàæåíèå I íàçûâàåòñÿ
÷àñòíûì ÏÈ, åñëè ðàâåíñòâî I = c îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå ëèøü äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ c = 0. Â äàííîì ïðèìåðå
×ÏÈ ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî èñõîäíîå ìÊäÔ-1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ut = (Dx − adu)(uxx + [u, ux]− 2u3).

Àíàëîãè÷íî, ìÊäÔ-2 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ut = (Dx + adu)(. . . ).
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Ïåðåìåííàÿ τ â ìàòðèöàõ U è V îòäåëÿåòñÿ:

U = ετelog(τ)dB(ζ, z, y, y′)e− log(τ)d, V = (ετ)3elog(τ)dK(ζ, z, y, y′)e− log(τ)d.

Â ðåçóëüòàòå, óðàâíåíèå äëÿ U è V ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

−ζBζ + zB′ +B + [dI,B] = K ′ + [K,B].

Çàìåíà A = −ζ−1(K − zB − dI) ïðèâîäèò ê ñòàíäàðòíîé ëàêñîâîé ïàðå.

Óòâåðæäåíèå

Óðàâíåíèå P1
2

y′′ = κ[y, y′] + 2y3 + zy + a, κ2 = 1, a ∈ Matn

äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå A′ = Bζ + [B,A], ãäå

B =

(
ζ y
y −ζ

)
,

A = −4ζB +

(
2y2 + z −2y′

2y′ −2y2 − z

)
− ζ−1(κ[y, y′] + a)

(
κ 1
1 κ

)
.
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ìÊäÔ-2 ⇒ P2
2

ìÊäÔ-2 [Khalilov & Khruslov 1990]

ut = uxxx + 3[u, uxx]− 6uuxu− 3(ux + u2)c− 3c(ux − u2), c ∈ Matn .

Ïðåäñòàâëåíèå Ut = Vx + [V,U ]:

U =

(
0 1

c− λ −2u

)
,

V = 2

(
2u(c− λ) −ux − u2 − c− 2λ

(ux − u2 − c− 2λ)(c− λ) 2λu− uxx − [u, ux] + 2u3 + 2cu+ 2uc

)
.

Çàìå÷àíèå. Ïî ñðàâíåíèþ ñ [KhKh], â óðàâíåíèå äîáàâëåíà êîíñòàíòà c.
Îíà ñâÿçàíà ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ìèóðû, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî
ψ-ôóíêöèÿì, îòâå÷àþùèì ìàòðè÷íîìó çíà÷åíèþ ñïåêòðàëüíîãî
ïàðàìåòðà:

ψxx = vψ − ψc, u = ψ−1ψx.
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Íà ïåðâûé âçãëÿä, äîáàâëåíèå c äåëàåò íåâîçìîæíîé àâòîìîäåëüíóþ
ïîäñòàíîâêó, òàê êàê îäíîðîäíîñòü óðàâíåíèÿ íàðóøàåòñÿ. Îäíàêî, ìû
ìîæåì äîïîëíèòü åå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u = ετelog(τ)dy(z)e− log(τ)d, τ = t−1/3, z = ετx, λ = (ετ)2ζ,

c = (ετ)2elog(τ)dc0e
− log(τ)d, 2c0 + [d, c0] = 0,

ãäå
3ε3 = −1, d, c0 ∈ Matn .

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî τ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ýòîì c = const.

ìÊäÔ-2 ïåðåõîäèò â

y′′′ = 3[y′′, y] + 6yy′y + y + zy′ + 3(y′ + y2)c0 + 3c0(y′ − y2) + [d, y].

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîðÿäîê ïîíèæàåòñÿ çà ñ÷åò ÷àñòíîãî
ïåðâîãî èíòåãðàëà: óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì P2

2 ñ κ = −2, 3c0 = b è
d = −a.

Â.Ý. Àäëåð, Â.Â. Ñîêîëîâ Î ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèÿõ Ïåíëåâå-2 2 ìàðòà 2021 30 / 32



Äàëüíåéøèå ìàíèïóëÿöèè ñ ìàòðèöàìè òàêèå æå, êàê ðàíüøå. Â
ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëàêñîâó ïàðó.

Óòâåðæäåíèå

Óðàâíåíèå P2
2 ñ κ = −2

y′′ = −2[y, y′] + 2y3 + zy + by + yb+ a, a, b ∈ Matn, [a, b] = 2b,

äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå A′ = Bζ + [B,A], ãäå

B =

(
0 1

1
3b− ζ −2y

)
,

A =
1

ζ

(
2ζy − 2

3yb−
1
2 (a+ 1) 2ζ + y′ + y2 + 1

3b+ z
2

(2ζ − y′ + y2 + 1
3b+ z

2 )( 1
3b− ζ) −2ζy − [y, y′] + 1

3by + 1
3yb+ 1

2a

)
.
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Çàêëþ÷åíèå

íàéäåíî òðè ìàòðè÷íûõ îáîáùåíèÿ P2, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåñòó ÊÏ
ïðè ðåäóêöèÿõ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ìàòðè÷íîå ñîïðÿæåíèå
ïîíèæåíèå ïîðÿäêà óñëîæíÿåòñÿ
àëãîðèòì ïåðåõîäà ê èçîìîíîäðîìíîé ëàêñîâîé ïàðå íå ìåíÿåòñÿ

Ìû îæèäàåì ïîäîáíîãî ðàçíîîáðàçèÿ è äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé Ïåíëåâå.

â ëèòåðàòóðå èçâåñòíû íåàáåëåâû àíàëîãè äëÿ âñåõ P1�P6, íî îòâåòû
çàâåäîìî íå ïîëíû
îòêðûòû âîïðîñû î ÷èñëå ðàçíîâèäíîñòåé è î íåàáåëåâûõ ïàðàìåòðàõ
äàæå äëÿ P2 êëàññèôèêàöèÿ óñëîâíàÿ � òîëüêî äëÿ ñåìåéñòâà (1)
èìåþòñÿ îáøèðíûå ñïèñêè íåàáåëåâûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé, ê
êîòîðûì ñòîèò ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó ðåäóêöèè

Ïðèìåð. P4 ñ ïàðàìåòðàìè c ∈ Matn è α ∈ C

y′′ =
1

2
(y′ + 2c)y−1(y′ − 2c) +

1

2
[y, y′] +

3

2
y3 + 4zy2 + 2(z2 − α)y + cy + yc

âîçíèêàåò (âìåñòå ñ ëàêñîâîé ïàðîé) ïðè àâòîìîäåëüíîé ðåäóêöèè â
ñèñòåìå òèïà ÍØ.
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